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Μουσική καί μαθηματικά, γράφει ὁ 
Θάνος Τάσιος 


A EREIZ 


Ὁ θάνος Τάσιος εἰναι Μαθηματικός, M.Ed τοῦ Πάν. Ἀθηνῶν. To In 
# Nomine Tov EvYaPLOTEt VLA THV TAPAXWPNON AVTOV TOV TIOAV 
κατατοπιστικοῦ καί ἐνδιαφέροντος ἄρθρου καί ἀναμένει τήν συνέχιση 


ὔψΨ 


αὐτῆς τῆς συνεργασίας σέ ὅλα τά ἐπίπεδα. 


Αρχαία ελληνική μουσική και μαθηματικά 


Η μαθηματική θεωρίας της μουσικῆς: Η αριθμητική σε κίνηση 


O Πλάτωνας στην "Πολιτεία" (530 c8 - 531 ς8) αναφέρει τα 
A μαθήματα Tou κάνει Eva άτομο "ανώτερο". Αὐτά εἰναι: H 
apLOUNTLKN, N YEWLETPLA, NACTPOVOLLA KAL TN LOVOLKT. OL 
(Stot ot [IuUGayopEtot (ao TOUS OTLOLOUS TO EPyO TOU 
Πλάτωνα EXEL ETINPEQOTEL) TLOTEVAV όπως αναφέρει O ίδιος 
ο Πλάτων (530 d8) ότι αυτές εἰναι "αδελφές επιστήμες". Ta 
μαθήματα χωρίζονταν σε 4 γένη τα οποία συσχετίζονταν 
μεταξύ τους: 


rewpetpta: Meyedn oe aktvyoia 
Aotpovouta: Μεγέθη σε kivnon 
AViNhel Ua) paras 1 02119}} 0119}. 200 110. 


Μουσική: ΔΑριθμοί σε κίνηση 


Οι Πυθαγόρειοι είχαν διαπιστώσει ότι για την αρμονία δεν εἰχαν σημασιά τα απόλυτα 
UNnkn Tov yopsov (TO KOUPStoua SHAASH Tov opyavov) 5 1 000 AAAA N WETAEV TOUS 
σχέση ἡ οποία καθορίζει και τὴν μελωδία στη μουσική. Εἶναι ἡ σχέση μεταξύ δύο 
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χορδών (των μηκών τους) μιας λύρας ἡ οποία αποτελεί ἕνα μουσικό διάστημα 
(δίχορδο) - όπως ακριβώς και στη θεωρία των λόγων μεταξύ αριθμών μπορεί 

δ Ἰο 9109 1545 8.00}. 9971991} {54919, ΠΠ|4π| 0109. Χ1191910λ..0}} 0 01 πι.ᾧ Δ Ὁ ΝΟΣ am mem ΟΣ ΟΣ 900. “τ 
448. Ένα διχορδο λοιπόν μπορούμε να το φανταστούμε ὡς λόγο αριθμών (κλάσμα). OL 
ἀριθμοί αυτοί θα είναι τα μήκη των χορδών μιας λύρας. 


Ot Πυθαγόρειοι χρησιμοποιούσαν την λύρα και όπως αναφέρει οΙάμβλιχος στο έργο 
του "περί Πυθαγορείου βίου" τους αυλούς τους θεωρούσαν "“υβριστικόν" (αλλαζονικό) 
όργανο. Χρησιμοποιούνταν ἡ οχτάχορδη λύρα (Βαβυλωνιακής προέλευσης). OL 
ονομασίες των χορδών της αναφέρονται από τον Νικόμαχο τον Γερασινό (2 αιώνας 
μ.Χ.) στο EPYO του "πυθαγόρειου αρμονικού εγχειριδίου κεφάλαια", χωρίο 11,4,13-30). 


Tov Φιλόλαο (5-4 αιώνας π.Χ.) στο EPyo του "Περι Φύσεως" Tov ενδιαφέρουν μόνο OL 
χορδές με μήκη 6, 8,9 και 12 μονάδες μήκους αντιστοιχα (ανεξάρτητα όπως τονίσαμε 
από την μονάδα μήκους που χρησιμοποιείται κάθε φορά, αφού αυτό που μας 
ενδιαφέρει εἰναι ἡ μεταξύ τους σχέση και όχι τα ἀαπόλυτα μεγέθη). 


Ovopacia Μήκος δὰ πθυε HOUcgIKG 
κυρύης χορύης "᾿στήματα 
ἘΠΤ 12 “CUAAGBT " "ἢ Π oo 
! Morey i age 
παρανῇ τ (διὰ τεσσήμων [ἢ ἘΠμ δ μὸν δια πασῶν, 
παμβαμέση q yopouy (Gia nevTe “Tova ἡ ouyYopald 
et 2 σι ΕΒ dic) yopduy —_]"snoydoov" a 
Anavog SS of σι καρ 6) ῷ ai 
παραπάτη πα a 3. 12 3 Ξ ol 
Undatry 6 6 g 2 τ 


UA 


Οι Πυθαγόρειοι ασχολούνταν με τα μουσικά διαστήματα 271 (Γαρμονία" ἡ οκτάβα) και 
3/2 (" δι'οξειάν" ἡ “δια πέντε"). Tous απασχολούῦσε ἡ EVPEON κοινού μέτρου για TA 

ΣΟ δ} 5450 221 π0 8. 5 92.7.41} 5.0}}}.} 9 0}. 5 .09.4119119 19} 25.01.91} 5259] 1 [5 29 Ὁ ΡΟ ΝΕ 9 4π97. 
που κάποιο πολλαπλάσιο του να παράγει τα διαστήματα αὐτά). Στο ἀπόσπασμα 6 από 
το ἔργο του Φιλόλαου περι φύσεως" διασώζονται OL EENS σχέσεις μεταξύ των 
μουσικών διαστημάτων: 
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H nodAAgnAGoIaOTIKn ayBucpaipeoy mH pouGIKhG 


(A σὺ νδεσῃ MOU GIGOT AUG Ty αὐ TIOTOWE! OF 
FOAAGMAGCIGGUOG Tay Lake Tee woody) 
qanotoyec 
(a¥vBuUQCpEeTIEG UnoAING 


δισ ποσί 2/1 m2 2 

qouovic iF 

Al Obey πιὰ ΟΠ ἢ ar σα 

3/2 4/3 2 34 OVoreiay 2.3 

πιο τόνος πιλλαβὴ | 23 4 > 

! é 

43 ag 43 2. δὼ σι λλαβή 3° 

nen 2 38 fae 

τώνος Tovocg = TOovOg GUAAGBEr τόνος —=— 

aie i, a a (3) ; ἫΝ 

taal led) fics _ 3 

SZ, ficon ὃ τ τς 

ὦ ak ᾿ ΕἸ 
8 κύώμμη ἘΞ 


hy 
2 


Ay Bewprocoups “ΤΙ K=1 TOTE 
Tovoc = 2 Gleceic 


H icon TOTS εἰν! Eva HuITOVIO (WIGOs TOYO) Kal €To! EXOULE 
oapuovia=[Tovac, τόνος, HWITOVIO. τόνοις, τόνοις, τόνος, QuITOYIC] 
now Ge¥ ΕἸὙ ΠῚ ἄλλη ano τὴν WaTéope KA! 


te 


* Ta διαδοχικά διαστήματα που δημιουργούνται κατά τις 

τ ἀανθυφαιρέσεις είναι λόγοι μεταξύ δυνάμεων του 2 και του 3. H 
διαδικασία οφείλει να σταματήσει όταν κάποιος από τους 
λόγους αυτούς γίνει Loos LE TH μονάδα, οπότε και O 

* προηγούμενος λόγος ποῦ θα ἐχει βρεθεί θα αποτελεί και TO κοινό 
᾿ μέτρο που αναζητούμε ο οποίος και λόγος και θα καταμετρεί και 
τὸ αρχικό διάστημα (αλλά και όλα τα ἀλλα). Οι λόγοι όμως αυτοί, 
εξ' αἰτίας της μορφής τους (24 μ,,(3λν) όσο και va αυξάνουν OL 


εκθέτες, eee cane τη μονάδα, χωρίς όμως ποτέ Va γίνουν ίσοι με αυτή. Ta μεγέθη 
αυτά εἰναι λοιπόν ἀσύμμετρα και ἡ πολλαπλασιαστική διαδικασία THS ανθυφαίρεσης 
᾿π 2191} 0}, 15 {τ 7.1 9.41 65} 9.1} 0929 109 Δ 20 5 5510} 459.211919}.007|6 50 }4 5 Ὁ] ΟΝ} 9459 morse 7191} 
να αποτελέσει κοινό μέτρο αυτής και τα αρχικά μεγέθη 271, 3/2 εἰναι μεταξύ τους 
ασύμμετρα. 


Τα αποτελέσματα αυτά ήταν γνωστά στους πυθαγορείους και μάλλον εἰναι το πρῶτο 
QTIOTEAEOUA - EVSELEN TEDL AOULMETPLAG OTN (PUON OTO OTIOLO ELYAV KATAANEEL (TIPLV 
ακόμα ανακαλύψουν την ασυμμετρία TIS τετραγωνικής ρίζας TOU 2). 


Η ανθυφαίρεση (δηλαδή ο αλγόριθμος EVPEONS TOU μέγιστου κοινού διαιρέτη δύο 
ἀαριθμών) ήταν μέθοδος γνωστή στους πυθαγορείους πολύ πριν τον Ευκλείδη, ο οποίος 
τὴν αναφέρει στο VII βιβλίο των στοιχείων του (πεπερασμένη ανθυφαίρεση αριθμὼν) 
και oto Χ βιβλίο (ἀπειρη ανθυφαίρεση μεγεθών) και πρέπει να ἦταν το ουσιαστικό 
βήμα της μετάβασης (αναφέρεται και από τον Αριστοτέλη ἕνας ανθυφαιρετικός 
OPLOLLOG THS AVAAOYLAS OTA 4 59111 19 TIO THY TIPOYEVEOTEPN (EUTLELPLKT]) 5 0 AOYWv 
ΤῊΣ GYe Conn ana pve de) ΘΛ ΓΝ {11019194. 2019}. 9 8. Ulodenspekoaa has 4059} {045} 1 191079}}.6 1 om ma nV tourer 910. 
εξελιγμένη μορφή τους όπως ὑπάρχει στον Ευκλείδη. 


Mettepaopevyn avOveaipeon -> Luppetpa peyeOn (7 2 4111}}1118} {2119} 2 Ὁ ΠΡ 415.) 
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KOLVO μέτρο) 


Ἀπειρη ανθυφαίρεση -> Ασυμμετρία μεγεθών 


OTOTEANC, TONKA πλαγιν 
3 


ΙΕ: eT | Li " 
= Lt 
UKAEION) 


Εμπειρικὴ θεωρία Ayo Θερία σναλογιῶν 
gud omeucov 
(Geaitntac, βιβλία VII, xX 
ΣτοΙχείν EUKAEION) 


Οι ἀριθμοί για τους αρχαίους θεωροῦνταν οι θετικοί ἀκέραιοι μόνο. Το μηδέν δεν 
θεωροῦνταν αριθμός καθώς επίσης και την μονάδα δεν την θεωρούσαν αριθμό, αλλά 
SLAYWPLCAV THV LOVASA WS THV OVTOTHTA EKELVH TN OTLTOLA SNULOUPYEL TOUS APLOLOUC. 
(Θεωρούσαν την μονάδα WS TO OV TO οποίο με TH βοήθεια του απείρου (δηλαδή 
διαδοχικές προσθέσεις μονάδων) μας δίνει με επαγωγικά βήματα το σύνολο τῶν 
φυσικών αριθμών. 


Movac (api8y0c1) ApriOpot 
Χρονικῆ στιγμὴ (Twpa) Χρόνος 
Αρμονία Μουσικός φθόγγος 


Υπήρχε σαφής διαχωρισμός στα μαθηματικά των αρχαίων ανάμεσα στους αριθμούς 

(θετικοί ακέραιοι) και τα μεγέθη (μήκη, εμβαδά, ὀγκοι). Τὰ μεγέθη χαρακτηρίζονταν 

από το συνεχές. Οι αρχαίοι λέγοντας άπειρο ενοούσαν μόνο το διακριτό - αριθμήσιμο 
ἄπειρο (όπως το άπειρο του πλήθους των φυσικών ακεραίων ποῦ ο ἕνας προκύπτει 

ETLAYWYIKA ATLO TOV TIDONYOULEVO TOU LE 51 19197019 5091} LAS ΠΟ ΟΠ Ὁ ἢ 


Avadoyta: lootynta Aoywv 

Ανθυφαίρεσῃη: Αμοιβαία διαδοχική αφαίρεση μεγεθών του μικρότερου από TO 
μεγαλύτερο κάθε φορά, κατά Eva Maximal τρόπο κάθε φορά (αφαιρώντας κάθε φορά 
όσα ακέραια πολλαπλάσια μπορούμε...) 


πχ. As δούμε τὴν ανθυφαίρεση Ανθ(27,23) 


27=1¢23+4 
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23=504+3 
4=1034+1 
3=301+0 


Ἄρα Ανθ(27,23) Ξ [1,5,1,3]. Στο παράδειγμα μας μέγιστος κοινός διαιρέτης (27,23) ΞΊ 
Tx. Pia tThv avOveaipeon twv 48 Kat 32 EXOVUE Ta 4 16} 09 4598 

48 =1¢32+16 

32=2°16+0 


Apa Av@ (48,32) = [1,2] kat .«.6.(48,32) = 16 (Etvat 0 weyadvtEpos ato Tous apLOWoUS 
που διαιρούν τον 48 και Tov 32 TAUTOXPOVa). 


H Evvoia της ενθυφαίρεσης χαρακτηρίζει τὴ φιλοσοφία του Πλάτωνα. Για va 
μελετήσουμε το EPYO του Πλάτωνα χρησιμοποιούμε τα μαθηματικά (μια και ο 
Πλάτωνας ήταν επηρεασμένος από τὴν πυθαγόρεια αριθμοκεντρική φιλοσοφία) αλλά 
και αντίστροφα, χρησιμοποιούν οι LOTOPLKOL των μαθηματικῶν τα ἔργα του Πλάτωνα 
VLA VA ATLIOKTLOOVV ELKOVA THS 1451}, 9 4π 6} Δ...079}} TNS 5119} 4 Ὁ H Evvola TNS 
ανθυφαίρεσης εἰναι θεμελιώδης για Tov Πλάτωνα. H κοσμοθεωρία του εἰναι 
ανθυφαιρετική και πιστεύει ότι κάθετι OTH φύση δημιουργείται και εξελίσσεται με 
ανθυφαιρετικές διαδικασίες. Η ζωή, ο θάνατος, ἡ κοσμογονία, οι φιλοσοφικές ιδέες 
και έννοιες, όλα διαρθρώνονται με βάση την ανθυφαίρεση. 


Oavoc Τάσιος, 
Μαθηματικός, M.Ed του Παν. Αθηνών 


Σημειώσεις: 


Ανθυφαίρεση: Αμοιβαία διαδοχική apaipeon μεγεθών του μικρότερου από TO 
μεγαλύτερο κάθε φορά, κατά Eva maximal τρόπο κάθε φορά (αφαιρώντας κάθε φορά όσα 
ακέραια πολλαπλάσια μπορούμευμε σε EVA ελάχιστο υπόλοιπο... 


Πλάτωνας και μαθηματικά: για va μελετήσει κανείς την φιλοσοφία του Πλάτωνα 
σωστά είναι απαραίτητο να γνωρίζει καλά τα μαθηματικά εργαλεία τῆς εποχής του, ὥστε 
γα ερμηνεύσει σωστά τα έργα του. Η κοσμοθεωρία του Πλάτωνα εἰναι ανθυφαιρετική. 
Πιστεύει ότι κάθετι στη φύση δημιουργείται και εξελίσσεται με ανθυφαιρετικές 
διαδικασίες. H ζωή, ο θάνατος, ἡ κοσμογονία, Ol φιλοσοφικές ιδέες και ἕννοιες, OAa 
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διαρθρώνονται με βάση την ανθυφαίρεση. Είναι ἡ ιδέα της διαλεκτικής. O Πλάτωνας 
AaVOUPAlpovos€ AEEELG 9 24 0. 42.25.15 211,09. 1525 1517} 


1025 Ἐμφανίσεις |.2 Σχόλια [| Βαθμολογία: πππππαί(5 βαθμολογήσεις) 


